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 مقدمه 2-1

دس اٗي فصل ثشداسّب ٍ همبدٗش ٍٗژُ کِ دس ٍالع ّوبى فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّبٕ س٘سشن ّبٕ چٌذ دسجِ آصاد ّسشٌذ 

حل هعبدلٔ هطخصٔ س٘سشن  اص ٍ ثشداسّب ذ. اٗي همبدٗشًٍ خَاظ آًْب هَسد ثشسسٖ لشاس هٖ گ٘شآٍسدُ ضذُ ثذسز 

ثذسز هٖ آٌٗذ ٍ هعبدلٔ هطخصٔ س٘سشن ً٘ض ثٌَثٔ خَد اص سحل٘ل اسسعبش آصاد ثذسز هٖ آٗذ. چٌبًچِ لجلاً ً٘ض گفشِ 

  ى ٍاسد ضَد اًجبم دّذ.ضذ اسسعبش آصاد اسسعبضٖ اسز کِ س٘سشن ثذٍى اٌٗکِ ً٘شٍٖٗ ثِ آ

دس اٗي فصل اثشذا همبدٗش ٍ ثشداسّبٕ ٍٗژٓ س٘سشن ّبٕ چٌذ دسجِ آصاد هعشفٖ ضذُ ٍ سذس خَاظ آًْب هَسد ثشسسٖ 

 لشاس هٖ گ٘شًذ.

 

 ویژه  مقادیر و بردارهای 2-2

 هعبدلِ اسسعبش آصاد س٘سشن ّبٕ چٌذ دسجِ آصاد ًبه٘شا ثِ صَسر صٗش اسز:

(2-1) 

ٗبدآٍسٕ هٖ ضَد کِ اسسعبش آصاد س٘سشن ّبٕ ٗک دسجِ آصاد ثِ صَسر ّبسهًَ٘ک ثِ دسز آهذُ ثَد. دس هَسد 

ّش ٗک اص دسجبر آصادٕ ٗک حشکز ّبسهًَ٘ک داسًذ. ثٌبثشاٗي حل هعبدلِ حشکز ، س٘سشن ّبٕ چٌذ دسجِ آصاد

 فَق ثِ صَسر صٗش اسز:

(2-2 ) 

کِ دس آى  φ  ،ُٗک ثشداس دلخَاω  ٍ فشکبًسθ  .صاٍِٗ فبص هٖ ثبضٌذ 

 حشکز، ساثطِ صٗش ثِ دسز هٖ آٗذ: اٗي ساثطِ، ثبٗذ دس هعبدلِ حشکز صذق کٌذ. ثب جبٗگزاسٕ آى دس هعبدلِ

(2-3) 

صبدق اسز دس ًش٘جِ هٖ سَاى tاٗي ساثطِ ثشإ کلِ٘ لحظبر  θωtsin   سا اص آى حزف ًوَد ٍ ثِ صَسر صٗش

 ًَضز:  

       0ukum 

      θωtsinφtu 

            0θωtsinφkθωtsinωφm 2 
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(2-4)                                   0φmωk 2                                                                                                                                                                                                                                                                 

اٗي هعبدلِ، ٗک دسشگبُ هعبدلِ ججشٕ ّوگي اسز کِ عجبسر دسٍى دشاًشض هبسشٗس ضشاٗت ٍ  φ  ثشداس هجَْلار

همذاس ٍٗژُ ٍ  2ωآى اسز. دس ٍالع اٗي هعبدلِ ٗک هسئلِ همذاس ٍٗژٓ هبسشٗسٖ اسز کِ دس آى  φ  ٖثشداس ٍٗژُ ه

 :ثبضٌذ. اٗي هعبدلِ سا ثِ صَسر صٗش ً٘ض هٖ سَاى ًَضز

(2-5) 

هسبئل ًبه٘ذُ هٖ ضَد. علاٍُ ثش اسسعبش، دس ثس٘بسٕ اص  (eigenvalue problem) اٗي هعبدلِ هسئلِ همذاس هطخصِ

 هٖ آٗذ.ثذسز هٌْذسٖ اص جولِ کوبًص ٍ اًشمبل حشاسر ً٘ض اٗي هعبدلِ 

دس  (5-2) اگش هعبدلِ  1
m

ضَد، هعبدلِ صٗش ثذسز هٖ آٗذ: ضشة 

(2-6) 

2ωλثب سعشٗف    ٍ     kmA
1

:داسٗن 

(2-7) 

 ٍ ٗب:

(2-8)        0φIλA  

کِ دس آى  I  هبسشٗس ٍاحذ )هبسشٗسٖ ثِ اثعبدNN  کِ دساِٗ ّبٕ سٍٕ لطش آى ٍاحذ ٍ سبٗش دساِٗ ّب صفش

همبدٗش ٍٗژُ  λاسز( هٖ ثبضذ. ثِ اٗي هعبدلِ، فشم اسشبًذاسد هسئلِ همذاس ٍٗژُ اطلاق هٖ ضَد. کِ دس آى 

(eigenvalue)  ٍ φ ُثشداس ٍٗژ (eigenvector) .اٗي جضٍُ سٍٕ خَاظ اٗي هعبدلِ دس دَ٘سز  ًبه٘ذُ هٖ ضًَذ

 ثحض ضذُ اسز.

حل هٖ ضَد. اٗي هعبدلِ ٗک دسشگبُ هعبدلِ  (4-2) دس اسسعبضبر فشم غ٘ش اسشبًذاسد هسئلِ همذاس ٍٗژُ ٗعٌٖ هعبدلِ

ججشٕ اسز کِ عجبسر دسٍى دشاًشض هبسشٗس ضشاٗت ٍ  φزهجَْل اسز. سوز ساسز اٗي هعبدلِ ثشداس صفش اس .

 . هٖ ثبضذ ثِ ّو٘ي دل٘ل دسشگبُ هعبدلار ّوگي

     φmωφk 2

      φωφkm 21




    φλφA 
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 N-1هعبدلِ ججشٕ اسز کِ هسشمل ًوٖ ثبضٌذ ٍ ٗکٖ اص هعبدلار سشک٘ت خطٖ اص  N (،4-2) دس ٍالع هعبدلِ

دسشهٌ٘بى هبسشٗس ضشاٗت صفش هعبدلِ دٗگش اسز. ضشط اٌٗکِ اٗي هعبدلِ جَاة غ٘ش صفش داضشِ ثبضذ اٗي اسز کِ 

 ضَد.

(2-9) 

اٗي هعبدلِ ٗک هعبدلِ ججشٕ اص هشسجِ  N2ωچَى هبسشٗس ّبٕ ٍ ثِ آى هعبدلٔ فشکبًس گفشِ هٖ ضَد اسز . k  ٍ

 m اٗي هعبدلِ ،ّسشٌذ هع٘ي هبسشٗس ّبٕ هظجزN  2ا ثشإ ضٍ هجحم٘مٖ هظجز همذاسωکِ ثِ آًْب همبدٗش  داسد

 ّب سا هٖ سَاى اص کَچک ثِ ثضسگ هشست کشد.ω. همبدٗش ٍٗژُ گفشِ هٖ ضَد

(2-10) 

فشکبًس داسد ٗعٌٖ سعذاد  Nدسجِ آصاد،  N اٗي همبدٗش فشکبًس ّبٕ س٘سشن ًبه٘ذُ هٖ ضًَذ. ثٌبثشاٗي ٗک س٘سشن

  فشکبًس ّبٕ ٗک س٘سشن ثشاثش ثب سعذاد دسجبر آصادٕ آى اسز.

( ًبه٘ذُ هٖ ضَد. ثِ اصإ ّش فشکبًس ٗک دٍسٓ Fundamental Frequency)کَچکششٗي فشکبًس، فشکبًس اصلٖ 

 دٍسٓ سٌبٍة ّب اص ثضسگ ثِ کَچک هشست هٖ ضًَذ.سٌبٍة ٍجَد داسد. 

(2-11 )                                                                                             
N

N

2

2

1

1
ω

2π
T

ω

2π
T

ω

2π
T   

 ( ًبه٘ذُ هٖ ضَد.Fundamental Period)ٍة اصلٖ دٍسٓ سٌبثضسگششٗي دٍسٓ سٌبٍة، 

ثب لشاس دادى فشکبًس 
i

ω ِخَاّ٘ن داضز:  (4-2) دس هعبدل 

(2-12                                                                                           )        N,1,2,i   ,   0φmωk i

2

i  

اٗي هعبدلِ ٗک هعبدلِ ججشٕ اسز کِ هبسشٗس ضشاٗت آى )عجبسر دسٍى دشاًشض( هعلَم اسز ٍ ثشداس 
i

φ  هجَْل

هجَْل داسد کِ ّوبًطَس کِ لجلا گفشِ ضذ ٗکٖ اص آًْب ثِ ثمِ٘ ٍاثسشِ اسز.دس ٍالع   N سطش ٗعٌٖ N اسز. اٗي ثشداس

N-1  هعبدلِ هسشمل ٍجَد داسد. ثشإ اٌٗکِ همبدٗش اٗي ثشداس ثِ صَسر هٌحصش ثفشد ثذسز آٌٗذ لاصم اسز ٗک

 هعبدلِ هسشمل ثذسز هٖ آٗذ. Nهعبدلِ ثِ آى اضبفِ ضَد کِ دس اٗي صَسر 

    0 mωk 2 

N21
ωωω  
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1φ1iسبدُ سشٗي هعبدلِ إ کِ هٖ سَاى اضبفِ ًوَد    اسز ٗعٌٖ سطش اٍل ثشداس 
i

φ ِثشاثش  ٗک دس ًظش  گشفش

ثشداس ثشإ N، (12-2) ضَد. ثٌبثشاٗي ثب حل هعبدلِ 
i

φ ِثذسز هٖ آٗذ. ث  
i

φ هَد کلض iام (mode shape) 

 گفشِ هٖ ضَد.

ثشإ اٌٗکِ جَاة هٌحصش ثِ فشد داضشِ ثبضذ، ّوذبِٗ ًوَدى  (12-2) ثِ عول اضبفِ کشدى ٗک هعبدلِ ثِ هعبدلِ

(Normalization) .گفشِ  سٍش دٗگشٕ ثشإ ّوذبِٗ ًوَدى ثشداس ضکل هَد ثعذاً ثشداس ضکل هَد گفشِ هٖ ضَد

 خَاّذ ضذ.

( ًبه٘ذُ هٖ Mode Shape Matrixکِ هبسشٗس ضکل هَد ) N×N ضکل هَدّب سا هٖ سَاى ثِ صَسر ٗک هبسشٗس

 ًطبى داد.ضَد 

(2-12)                                                                                                      





















NNN2N1

2N2221

1N1211

φφφ

φφφ

φφφ









 

 .ًطبى داد N×Nّوچٌ٘ي هٖ سَاى فشکبًس ّب سا دس ٗک هبسشٗس لطشٕ 

(2-13                                        )                                                                 





















N

2

1

ω00

0ω0

00ω









 

 

4هوبى اٌٗشسٖ سشَى ّبٕ طجمٔ اٍل  فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّبٕ سبصٓ صٗش سا ثذسز آٍسٗذ. –هظبل 

1 cm 19270I  

4ٍ طجمبر دٍم ٍ سَم 

32 cm 14920II   هٖ ثبضٌذ. جشم ٍاحذ طَل طجمبر اٍل ٍ دٍم

 ton/m14mm 21    طجمٔ سَم ٍ ton/m12m3  .هٖ ثبضٌذ  GPa  200E  
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  -حل 

 سخشٖ طجمبر : 

KN/m 14453 N/m 1014.453 
4

100192701020012
2k 6

3

49

1 





 

KN/m 16703 N/m 1016.703 
3.5

100149201020012
2kk 6

3

49

32 





 

 هبسشٗس سخشٖ :

  KN/m 

16703167030

167033340716703

01670331156

kk0

kkkk

0kkk

K

33

3322

221















































 

 هبسشٗس جشم :

  Ton 

6000

0700

0070

m00

0m0

00m

m

3

2

1



































 

 هعبدلٔ فشکبًس :

    0

60ω-16703167030

1670370ω-3340716703

01670370ω-31156

    0mωK
2

2

2

2 







 

      06774032245490ω101016656490ω353005100ω294000   22232  
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 حل هعبدلٔ فشکبًس :

sec 9160.0T     rad/sec  8590.6ω        47.0458ω 11

2

1  

sec 3250.0T     rad/sec  3351.19ω       8455.373ω 22

2

2  

sec 2250.0T     rad/sec  9250.27ω       8064.779ω 33

2

3  

 حل هعبدلٔ هطخصِ :

47.0458ω2

1   

       0φmωk 1

2

1   
























































0

0

0

φ

φ

φ

13880167030

167033011416703

01670327863

31

21

11

 

 


















0074.2

6681.1

1

φ     1φ 111  

.8455373ω2

2   

       0φmωk 2

2

2   
























































0

0

0

φ

φ

φ

5728-167030

16703723716703

0167034987

32

22

12

 

 




















8706.0

2986.0

1

φ     1φ 212  

 

8064.779ω2

3   

       0φmωk 3

2

3   
























































0

0

0

φ

φ

φ

30085-167030

1670321180-16703

01670323430-

33

23

13
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 


















7788.0

4028.1

1

φ     1φ 313  

                              هبسشٗس فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّب: 

                          

 






















7788.0

4028.1

1

8706.0 

2986.0

1

0074.2

6681.1

1

               


















9250.2700

03351.190

008590.6

 

 

  :سا ثِ صَسر صٗش هٖ سَاى سسن ًوَد ضکل هَدّبثشداس 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 عل٘شضب فَ٘ض                                                                                                                      اصَل هٌْذسٖ صلضلِ 

9 

 

 

 فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّبٕ لبة د٘چطٖ ًطبى دادُ ضذُ سا ثذسز آٍسٗذ. –هظبل 

2kg/m  800mجشم ٍاحذ سطح سمف    

 cm 60×60:   2ٍ  1اثعبد سشَى ّبٕ 

 cm 30×30:   4ٍ  3اثعبد سشَى ّبٕ 

 E=20 GPaضشٗت الاسش٘س٘شِ : 

 

  –حل 

N/m 1040.5:      2ٍ  1سخشٖ سشَى ّبٕ 
4

120.61020
12

L

EI
12kkkk 6

3

49

3y,2x,2y,1x,1 


 

N/m 1053125.2:               4ٍ  3سخشٖ سشَى ّبٕ 
4

120.31020
12kkkk 6

3

49

y,4x,4y,3x,3 


 

 هبسشٗس سخشٖ:

N/m 1086.0625kK 6

x,i11    

0KK 1221   

           N/m  10227.812510353125.2353125.2340.5340.5ykKK 66
N

1i

ixi3113  


N/m 1086.0625kK 6

iy,22    

          03k3k3k3kxkk y,4y,3y,2y,1

N

1i

iyi32 

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  N/m 101549.125xkykk 6
N

1i

2

iyi

2

ixi33 


 

  N/m 10

1549.1250227.8125

086.06250

227.8125086.0625

k 6

















  

 هبسشٗس جشم :

 































































17280000

0288000

0028800

12

66
6680000

0668000

0066800

I00

0m0

00m

m
22

0

 

 هعبدلٔ هطخصِ:

0

172.8ω-1549.1250227.8125

028.8ω-86062.50

227.8125028.8ω-86062.5

2

2

2

  

      05.2278128.17215491258.285.860628.285.86062 2222    

sec 1582.0T     rad/sec 7084.39ω     1576.76ω 11

2

1  

sec 1149.0T     rad/sec 6652.54ω     28.2988ω 22

2

2  

sec 06168.0T     rad/sec 8644.101ω     36.10376ω 33

2

3  

 ضکل هَدّبٕ اسسعبضٖ :

 




















0.93400.1784

010

101

φ  
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 هَد سَم ضکل هَد اٍل                                            ضکل هَد دٍم                                         ضکل        

 

 

 

 

 

 تعامد مودها  2-3

ثخص ًطبى دادُ هٖ ضَد کِ ثشداسّبٕ ضکل هَد کِ دس ثخص لجل ثذسز آهذًذ ثش ٗکذٗگش عوَد  ّسشٌذ. دس اٗي 

دس ٍالع دس ججش خطٖ ًطبى دادُ هٖ ضَد کِ ثشداس ّبٕ ٍٗژٓ ٗک هبسشٗس ثش ّن عوَد ّسشٌذ، ل٘کي دس اٌٗجب عوَد 

 اطجبر هٖ ضَد.  ثَدى ثشإ ثشداسّبٕ ضکل هَدّب

  ساثطٔ صٗش ثشلشاس اسز : دٍ هَد هخشلف ثبضٌذ آًگبُ i  ٍjطبثز کٌ٘ذ کِ اگش  -1قضیه 

     0φmφ j

T

i  

 ثِ اٗي ساثطِ سعبهذ هَدّب ًسجز ثِ هبسشٗس جشم گفشِ هٖ ضَد. 

سا دس  (12-2) ٔساثططشف٘ي  : اثبات T

jφ : ضشة هٖ کٌ٘ن 
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(2-14)                                                                                       i
T

j

2

ii

T

j φmφωφKφ  

ساثطِ سا سشاًْبدُ هٖ کٌ٘ن. سَجِ ضَد کِ اص ججش هبسشٗسٖ داسٗن اٗي           TTTT
ABCCBA   ّوچٌ٘ي ٍ

چَى هبسشٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ هشمبسى ّسشٌذ    mm
T
 ٍ   KK

T
 : ثٌبثشاٗي . 

(2-15 )                                                                                                               
j

T

i

2

ij

T

i φmφωφKφ  

 هٖ ًَٗس٘ن: jسا ثشإ هَد دلخَاُ  ( 12-2حبل ساثطِ )

(2-16)                                                                                                                                
j

2

jj φmωφK  

اٗي ساثطِ سا دس  T

iφ  هٖ کٌ٘ن :ضشة 

(2-17)                                                                                                                 
j

T

i

2

jj

T

i φmφωφKφ  

 ( هسبٍٕ ّسشٌذ، سوز ساسز آًْب ً٘ض ثبٗذ هسبٍٕ ثبضٌذ. دس:  17-2( ٍ )15-2چَى سوز چخ سسبٍٕ ّبٕ )

(2-18)                                                                                                          
j

T

i

2

jj

T

i

2

i φmφωφmφω  

سوز ساسز سسبٍٕ فَق سا ثِ سوز چخ ثشدُ ٍ اص     j
T

i φmφ  : فبکشَس هٖ گ٘شٗن 

(2-19)                                                                                                                0φmφωω j

T

i

2

j

2

i  

فشکبًس ّبٕ آًْب ثب ٗکذٗگش هسبٍٕ ًخَاٌّذ ثَد ثٌبثشاٗي عجبسر دسٍى دشاًشض دس  هَدّبٕ هشفبٍسٖ ثبضٌذ  i  ٍjاگش 

 ساثطِ فَق صفش ًوٖ ضَد دس ًش٘جِ عجبسر جلَٕ دشاًشض صفش هٖ ضَد:

(2-20 )                                                                                   0φmφ          ωω        ji j

T

iji  

 

 ساثطٔ صٗش ثشلشاس اسز :  دٍ هَد هخشلف ثبضٌذ آًگبُ i  ٍjطبثز کٌ٘ذ کِ اگش  -2قضیه 

     0φKφ j

T

i  
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 ثِ اٗي ساثطِ سعبهذ هَدّب ًسجز ثِ هبسشٗس سخشٖ گفشِ هٖ ضَد.

jiثشإ هَدّبٕ هخشلف ) اثبات :  چَى )     0φmφ j

T

i ِ( داسٗن :15-2) آًگبُ ثب اسشفبدُ اص ساثط 

(2-21)                                                                                                                                      0φKφ j

T

i  

 

دٍ هَد هخشلف ثبضٌذ ٍ هبسشٗس ه٘شاٖٗ سشک٘جٖ اص هبسشٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ ثبضٌذ  i  ٍjطبثز کٌ٘ذ کِ اگش  -3قضیه 

 آًگبُ سعبهذ هَدّب ًسجز ثِ هبسشٗس ه٘شاٖٗ ً٘ض ثشلشاس اسز. 

 اثبات : 

 اگش هبسشٗس ه٘شاٖٗ سشک٘جٖ اص هبسشٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ ثبضٌذ آًگبُ هٖ سَاى ًَضز :

(2-22               )                                                                                                                       KβmαC  

ضشاٗت طبثشٖ ّسشٌذ. اٗي ساثطِ سا دس     ٍکِ دس آى  T

iφ   اص سوز چخ ٍ دس 
jφ   ٖاص سوز ساسز ضشة ه

 کٌ٘ن:

(2-23                )                                                                              j
T

ij

T

ij

T

i φKφβφmφαφCφ 

 ( سوز ساسز اٗي ساثطِ صفش اسز دس:21-2( ٍ )20-2هخشلف ثبضٌذ ثش اسبس سٍاثط)  i  ٍjحبل اگش هَدّبٕ 

(2-24)                                                                                                                                      0φCφ j

T

i 

 ثِ اٗي ساثطِ، ساثطِ سعبهذ هَدّب ًسجز ثِ هبسشٗس ه٘شاٖٗ گفشِ هٖ ضَد.

ه٘شاٖٗ سٌْب دس صَسسٖ ثشلشاس اسز کِ هبسشٗس ه٘شاٖٗ سا لاصم ثِ رکش اسز کِ ساثطِ سعبهذ هَدّب ًسجز ثِ هبسشٗس 

ثشَاى ثِ صَسر سشک٘جٖ اص هبسشٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ ث٘بى کشد. دس اٗي صَسر ه٘شاٖٗ سبصُ سا ه٘شاٖٗ هشٌبست 

(Proportional Damping هٖ ًبهٌذ. ه٘شاٖٗ غبلت سبصُ ّبٕ هعوَلٖ چٌ٘ي خبص٘شٖ داسًذ. ٍلٖ سبصُ ّبٖٗ کِ دس )

 اًذسکٌص دٍ س٘سشن ثب خَاظ ه٘شاٖٗ هشفبٍر هطشح اسز، هشٌبست ثَدى ه٘شاٖٗ ثشلشاس ًخَاّذ ثَد.آى 
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 ساثطٔ سعبهذ هَدّب سا کٌششل کٌ٘ذ. 2-2ثخص  اٍل ثشإ هظبل –هظبل 

       0

8706.0

2986.0

1

6000

0700

0070

0074.26681.11φφ 21 
































m
T

 

       0

7788.0

4028.1

1

6000

0700

0070

0074.26681.11φφ 31 


































m
T

 

       0

7788.0

4028.1

1

6000

0700

0070

8706.02986.01φφ 32 


































m
T

 

       0

8706.0

2986.0

1

16703167030

167033340716703

01670331156

0074.26681.11φφ 21 






































k
T

 

       0

7788.0

4028.1

1

16703167030

167033340716703

01670331156

0074.26681.11φφ 31 








































k
T

 

       0

7788.0

4028.1

1

16703167030

167033340716703

01670331156

8706.02986.01φφ 32 








































k
T

 

 

 خواص مودی سیستم های چند درجه آزاد 2-4

ٗکٖ ثبضٌذ آًگبُ فشکبًس ّبٕ آًْب ثب ٗکذٗگش هسبٍٕ ّسشٌذ ٍ عجبسر دسٍى دشاًشض دس   i  ٍjاگش دٍ هَد دلخَاُ 

 ( صفش هٖ ضَد ٍ عجبسر جلَٕ آى صفش ً٘سز :19-2ساثطِ )

(2-24)                                                             i
T

iii

T

iji φmφM    0φmφ    ωω    ji  
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 ٗکٖ ثبضٌذ، آًگبُ :  i  ٍjثِ ّو٘ي سشس٘ت اگش دٍ هَد دلخَاُ  گفشِ هٖ ضَد. iجشم هَدٕ  iMثِ 

(2-25)                                                              i
T

iii

T

iji φkφK    0φkφ    ωω    ji  

 ثِ صَسر صٗش سعشٗف هٖ ضَد.  iگفشِ هٖ ضَد. ثِ ّو٘ي سشس٘ت ه٘شاٖٗ هَدٕ  iسخشٖ هَدٕ  iKثِ 

(2-26)                                                                                                                                    i
T

ii φcφC  

  ، چَى:اصطلاحبً گفشِ هٖ ضَد کِ هبسشٗس ضکل هَدّب، هبسشٗس ّبٕ جشم، سخشٖ ٍ ه٘شاٖٗ سا لطشٕ هٖ کٌٌذ

(2-27)                                                                                          





















N

2

1

T

M00

0M0

00M

ΦmΦM









 

      





















N

2

1

T

K00

0K0

00K

ΦkΦK









 

      





















N

2

1

T

C00

0C0

00C

ΦcΦC









 

 هبسشٗس ّبٕ فَق، هبسشٗس ّبٕ هَدٕ گفشِ هٖ ضًَذ.ِ ث

 ( هٖ سَاى فشکبًس س٘سشن سا ثِ صَسر صٗش ً٘ض ًَضز:14-2ثب اسشفبدُ اص ساثطٔ )

(2-28)                                                                                                                
i

i2

ii

2

ii
M

K
ω     MωK  

 ّوچٌ٘ي ه٘شاٖٗ هَدٕ  ً٘ض ثِ صَسر صٗش ًَضشِ هٖ ضَد:

(2-29) 
                                                                                                                               

   ωM2ξC iiii  
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کِ دس آى 
iξ  ًسجز ه٘شاٖٗ هَدi .ثٌبثشاٗي هبسشٗس ّبٕ سخشٖ ٍ  ه٘شاٖٗ هَدٕ ثِ صَسر صٗش ًَضشِ هٖ  هٖ ثبضذ

 ضَد.

(2-30)                                                                                              























N

2

N

2

2

2

1

2

1

Mω00

0Mω0

00Mω

K









 

 























NNN

222

111

Mω2ξ00

0Mω2ξ0

00Mω2ξ

C









 

 

 سا ثذسز آٍسٗذ. 2-2ثخص  اٍل سخشٖ ٍ جشم هَدٕ هظبل –هظبل 
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 همپایه کردن شکل مودها  2-5

( ٗک دسشگبُ هعبدلٔ ّوگي اسز.  هسبٍٕ صفش لشاس دادى دسشهٌ٘بى ضشاٗت اٗي 12-2 گفشِ ضذ، هعبدلٔ )چٌبًچِ لجلاَ

سجت هٖ ضَد کِ اٗي دسشگبُ هعبدلِ جَاة غ٘شصفش داضشِ ثبضذ، ل٘کي هعبدلار حبصل هسشمل اص دسشگبُ هعبدلِ 

ٌبثشاٗي ثٌْ٘بٗز جَاة غ٘شصفش ثشإ اٗي ثٗکذٗگش ً٘سشٌذ. دس ٍالع ٗک هعبدلِ ٍاثسشِ ثِ سبٗش هعبدلار هٖ ثبضذ. 

جَاة ثِ صَسر هٌحصش ثِ فشد ثذسز آٗذ لاصم اسز کِ ٗک هعبدلِ ثشإ اٌٗکِ دسشگبُ هعبدلِ ثذسز هٖ آٗذ. 

دٗگش ثِ اٗي دسشگبُ هعبدلار اضبفِ ضَد. لجلاً  اٗي هعبدلِ ثِ اٗي صَسر اًشخبة ضذُ ثَد کِ دساٗٔ اٍل ثشداس ضکل 

دس اٗي ثخص سٍش  ًظش گشفشِ ضذُ ثَد. ثِ اٗي عول ّوذبِٗ ًوَدى ثشداس ضکل هَد گفشِ هٖ ضَد.دس 0/1هَدّب ثشاثش 

  هٖ ضَد.هطشح دٗگشٕ ثشإ ّوذبِٗ کشدى ثشداس ضکل هَد 

ثشإ اٗي هٌظَس کبف٘سز ثشداس  دس اٗي سٍش ثشداس ضکل هَد طَسٕ اًشخبة هٖ ضَد کِ جشم هَدٕ ثشاثش ٍاحذ ضَد.

 سمس٘ن ضَد.  iMز آهذُ ثَد ثش ضکل هَد کِ لجلاً ثذس
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(2-31)                                                                                                                                         
 

i

i

i
M

φ
φ  

 ثب اٗي ضکل هَد، جشم هَدٕ ثشاثش اسز ثب:

(2-32)                                                                      
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 
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T

ii  

ثٌبثشاٗي هبسشٗس ّبٕ هَدٕ ثِ صَسر ثِ اٗي سٍش، ّوذبِٗ کشدى ضکل هَد ًسجز ثِ هبسشٗس جشم گفشِ هٖ ضَد. 

 صٗش دس هٖ آٌٗذ:

(2-33)                                                                                                                         
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 سا ًسجز ثِ هبسشٗس جشم ّوذبِٗ ًوبٗ٘ذ. 2-2ثخص  اٍل هبسشٗس ضکل هَدّبٕ هظبل –هظبل 

 داسٗن: 2-2هظبل اٗي  ثب اسشفبدُ اص
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 داسٗن:  4-2ّوچٌ٘ي ثب اسشفبدُ اص هظبل ثخص 

  ton  1348.244M  ,  ton   .7210121M ,  ton   506.5583M 321 
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 تمرینات

 هبسشٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ ٗک س٘سشن دٌٗبه٘کٖ ثِ صَسر صٗش ثذسز آهذُ اسز.  -1

   










































200

010

001

         ,          

310

121

012

mmkk 

 ضکل هَدّب  سا ًسجز ثِ سطش اٍل ّوذبِٗ کٌ٘ذ. )ح( ضکل هَدّب سا هحبسجِ کٌ٘ذ.فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّب  (الف)

شٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ سحم٘ك کٌ٘ذ. )ص( جشم سا ًسجز ثِ هبسشٗس جشم ّوذبِٗ کٌ٘ذ. )ر( سعبهذ هَدّب ًسجز ثِ هبس

 ٍ سخشٖ ّبٕ هَدٕ سا ثذسز آٍسٗذ.

جَاة: )الف( 
m

k

1.7781

1.2957

0.8120

ω
















     ٍ 




















0.34960.89690.7974

1.16170.32101.3407

111

φ 

 

هٖ  (b)ٗب  (a) سا ثِ دٍ صَسر m جشم ٍاحذ طَلٍ  EIسخشٖ خوطٖ  Lٗک س٘شٗکٌَاخز دٍسشسبدُ ثِ طَل  -2

 )ة( )الف( هبسشٗس ّبٕ سخشٖ ٍ جشم ثشإ ّش ٗک اص هذلْب هَاسد صٗش سا حسبة کٌ٘ذ. سَاى هذلسبصٕ ًوَد.

 ضذُ ًسجز ثِ ّوذبِٕٗ  ضکل هَدّب)ح(  ضذُ ًسجز ثِ سطش اٍل ٍ سشس٘ن آًْب ّوذبِٕٗ فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّب

  جشم ٍ سخشٖ ّبٕ هَدٕهبسشٗس جشم  )ر( 

 ز ثِ هبسشٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ سا سحم٘ك ًوبٗ٘ذ. ّوچٌ٘ي سعبهذ هَدّب ًسج

 ثِ ًظش ضوب کذام هذل ثْشش اسز؟
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ثذسز آٍسٗذ. ضکل هَدّب آى سا  فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّبٕ اسز.  EIسخشٖ س٘ش ٍ سشَى سبصٓ ًطبى دادُ ضذُ  -3

 کٌ٘ذ.   سا ًسجز ثِ سغ٘٘شهکبى لبئن اًشْبٕ آصاد س٘ش ّوذبِٗ ًوبٗ٘ذ. ضکل هَدّب سا سشس٘ن

 

 

فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّبٕ س٘سشن ًطبى دادُ ضذُ سا ثذسز آٍسٗذ. ضکل هَدّب سا ًسجز ثِ هبسشٗس جشم  -4

  ّوذبِٗ ًوبٗ٘ذ. ضکل هَدّب سا سشس٘ن کٌ٘ذ.
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 هبسشٗس ّبٕ جشم ٍ سخشٖ ٗک س٘سشن دٌٗبه٘کٖ ثِ صَسر صٗش ثذسز آهذُ اسز.  -5

   
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
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


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





























1000

0100

0020

0003

         ,          

1100

1210

0132

0024

mmkk 

)الف( هعبدلٔ هطخصٔ اسشبًذاسد آى سا ثذسز آٍسٗذ. )ة( هعبدلٔ هطخصٔ اسشبًذاسد سا حل ًوَدُ ٍ همبدٗش ٍ 

 ثشداسّبٕ ٍٗژٓ آى سا هحبسجِ ًوبٗ٘ذ. )ح( ثب اسشفبدُ اص اٗي همبدٗش فشکبًس ّبٕ س٘سشن سا ثذسز آٍسٗذ. 

 

( ثبدثٌذ داسد. bکبهلاً هشمبسى اسز ٍلٖ س٘سشن ) (a( هطبثِ ٗکذٗگشًذ ثب اٗي سفبٍر کِ س٘سشن )b) ( aٍدٍ سبصٓ ) -6

فشکبًس ّب ٍ ضکل هَدّبٕ ّوذبِٗ  )الف( هبسشٗس ّبٕ سخشٖ ٍ جشم )ة( هطلَثسز : ثشإ ّش ٗک اص سبصُ ّب 

سعبهذ هَدّب ًسجز ثِ هبسشٗس  سحم٘ك)ر(  جشم ٍ سخشٖ ّبٕ هَدٕ( ح) ٍ سشس٘ن آًْبهبسشٗس جشم  ًسجز ثِضذُ 

 ّبٕ جشم ٍ سخشٖ

 14ثبدثٌذّب : ًجطٖ           14سشَى ّب : لَطٖ 

 گ٘گبدبسکبل 200ک٘لَگشم ثش هشش هشثع         ضشٗت الاسش٘س٘شِ :  800جشم ٍاحذ سطح سمف : 
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